Métodos de Física Teórica - (noturno) - FMA101

Exame 2: 06/12/19

GABARITO

1. Consideremos o conjunto de funções que constitui a versão real da base de Fourier, no contínuo, 1, cos ( 2π kx L ) , sin ( 2π kx L ) , onde k = 1, 2, 3, . . . , ∞, e as correspondentes relações de ortogonalidade entre pares de funções diferentes. Vamos escrever as integrais que dão os produtos escalares de duas funções usando a variável ξ = 2πx/L, em termos da qual as funções são 1, cos(kξ), sin(kξ),

e vamos usar o intervalo de periodicidade [−π, π] para ξ.

(a) Ortogonalidade da função 1 com as funções seno, nas quais k ≠ 0: 1 π ∫_π −π dξ 1 × sin(kξ) = −1 kπ cos(kξ)

[_π −π = −1 kπ [cos(kπ) − cos(kπ)] = 0.

(b) Ortogonalidade das funções cosseno com as funções seno, nas quais k ≠ 0 e k^′ ≠ 0: 1 π ∫_π −π dξ cos(kξ) sin(k^′ξ) = 1 2π ∫_π −π dξ cos(kξ) sin(k^′ξ) + 1 2π ∫_π −π dξ cos(kξ) sin(k^′ξ) = 1 2π ∫_π −π dξ cos(kξ) sin(k^′ξ) + 1 2π ∫_π −π dξ cos(k^′ξ) sin(kξ) + + 1 2π ∫_π −π dξ cos(kξ) sin(k^′ξ) − 1 2π ∫_π −π dξ cos(k^′ξ) sin(kξ) = 1 2π ∫_π −π dξ sin[(k + k^′)ξ] + 1 2π ∫_π −π dξ sin[(k − k^′)ξ],

onde somamos e subtraímos a quantidade mostrada, e usamos a fórmula do seno da soma de dois arcos. A primeira das duas integrais na expressão resultante é nula devido ao resultado do item anterior, que é válido para qualquer valor não-nulo de (k + k^′). Observe que como o seno de zero é nulo, podemos estender este resultado anterior para o caso em que k é zero, de forma que a segunda integral também é nula, para qualquer valor de (k − k^′), ou seja para quaisquer valores de k e k^′. Temos portanto que 1 π ∫_π −π dξ cos(kξ) sin(k^′ξ) = 0.

(c) Ortogonalidade entre duas funções cosseno diferentes, nas quais k ≠ 0, k^′ ≠ 0 e k ≠ k^′: 1 π ∫_π −π dξ cos(kξ) cos(k^′ξ) = 1 2π ∫_π −π dξ cos(kξ) cos(k^′ξ) + 1 2π ∫_π −π dξ cos(kξ) cos(k^′ξ) = 1 2π ∫_π −π dξ cos(kξ) cos(k^′ξ) + 1 2π ∫_π −π dξ sin(kξ) sin(k^′ξ) + + 1 2π ∫_π −π dξ cos(kξ) cos(k^′ξ) − 1 2π ∫_π −π dξ sin(kξ) sin(k^′ξ) = 1 2π ∫_π −π dξ cos[(k − k^′)ξ] + 1 2π ∫_π −π dξ cos[(k + k^′)ξ],

onde somamos e subtraímos a quantidade mostrada, e usamos a fórmula do cosseno da soma de dois arcos. A duas integrais na expressão resultante são nulas devido ao resultado do primeiro item, que é válido para qualquer valor não-nulo de (k + k^′) e de (k −k^′). Como temos que k e k^′ podem ser tomados como estritamente positivos, devido ao fato de que o cosseno é uma função par, e como também temos que k ≠ k^′, os dois argumentos nunca se anulam. Temos portanto que 1 π ∫_π −π dξ cos(kξ) cos(k^′ξ) = 0.

(d) Ortogonalidade entre duas funções seno diferentes, nas quais k ≠ 0, k^′ ≠ 0 e k ≠ k^′: 1 π ∫_π −π dξ sin(kξ) sin(k^′ξ) = 1 π ∫_π −π dξ sin(kξ) sin(k^′ξ) − 1 π ∫_π −π dξ cos(kξ) cos(k^′ξ),

onde usamos o resultado do item anterior, segundo o qual a integral que somamos é nula. Temos portanto 1 π ∫_π −π dξ sin(kξ) sin(k^′ξ) = − 1 π [∫_π −π dξ cos(kξ) cos(k^′ξ) −

∫_π −π dξ sin(kξ) sin(k^′ξ) ]

= − 1 π ∫_π −π dξ cos[(k + k^′)ξ],

integral esta que mais uma vez é nula devido ao resultado do primeiro item. Temos portanto que 1 π ∫_π −π dξ sin(kξ) sin(k^′ξ) = 0.

2. Consideremos a função f(x) = 2x/L dentro do intervalo [−L/2, L/2]. Observe-se que tratase aqui de uma função ímpar em relação a x, pois é óbvio que temos que f(−x) = −f(x). Recordemos que os coeficientes da versão real da série de Fourier são dados por

α_k = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx cos ( 2π kx L ) f(x),

β_k = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx sin ( 2π kx L ) f(x).

(a) O coeficiente α_0 é dado por

α_0 = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx f(x)

= 0,

pois o integrando é ímpar, uma vez que f(x) é ímpar, enquanto o intervalo de integração é simétrico.

(b) Os coeficientes α_k, com k > 0, são dados por

α_k = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx cos ( 2π kx L ) f(x)

= 0,

pois o integrando é ímpar, uma vez que o cosseno é par e f(x) é ímpar, enquanto o intervalo de integração é simétrico.

(c) Os coeficientes β_k, com k > 0, são dados por

β_k = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx sin ( 2π kx L ) f(x) = 4 L ∫_{L/2} 0 dx sin ( 2π kx L ) 2x L = 8 L^2

∫_{L/2} 0 dx x sin ( 2π kx L ) , onde usamos o fato de que a função f(x) é ímpar. A integral pode ser feita por partes,

β_k = 8 L^2 [ (−L) 2πk x cos ( 2π kx L ) [_{L/2} 0 − ∫_{L/2} 0 dx (−L) 2πk cos ( 2π kx L )]

= 8 L^2 [ (−L) 2πk L 2 cos(πk) −

(−L) 2πk L 2πk sin ( 2π kx L ) [_{L/2} 0 ]

= − 2 πk cos(πk) = 2(−1)^{k+1} πk . Vemos assim que o resultado para β_k é dado por

β_k = 2 π (−1)^{k+1} k .

(d) A série de Fourier da função pode ser escrita como

f(x) = ∞∑ k=1 β_k sin ( 2π kx L )

= 2 π ∞∑ k=1 (−1)^{k+1} k sin ( 2π kx L ) .

3. Consideremos a função f(x) = |x| dentro do intervalo [−L/2, L/2]. Observe-se que trata-se aqui de uma função par em relação a x. Recordemos que os coeficientes da versão real da série de Fourier são dados por

α_k = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx cos ( 2π kx L ) f(x),

β_k = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx sin ( 2π kx L ) f(x).

(a) O coeficiente α_0 é dado por

α_0 = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx f(x) = 4 L ∫_{L/2} 0 dx f(x) = 4 L ∫_{L/2} 0 dx x = 4 L x^2 2 [_{L/2} 0 = 4 L L^2 8 = L 2 , onde usamos o fato de que a função f(x) é par. Temos portanto que α_0 é o dobro do valor médio da função no intervalo, que é L/4, ou seja

α_0 = L 2 . (b) Os coeficientes α_k, com k > 0, são dados por

α_k = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx cos ( 2π kx L ) f(x) = 4 L ∫_{L/2} 0 dx cos ( 2π kx L ) f(x) = 4 L ∫_{L/2} 0 dx x cos ( 2π kx L )

= 4 L L 2πk x sin ( 2π kx L ) [_{L/2} 0 − 4 L L 2πk ∫_{L/2} 0 dx sin ( 2π kx L )

= 2 πk L 2 sin(πk) − 2 πk (−L) 2πk cos ( 2π kx L ) [_{L/2} 0 = − 1 πk L πk [cos(0) − cos(πk)] = − L π^2k^2 [ 1 − (−1)^k ] , onde usamos o fato de que a função f(x) é par e integramos por partes. Vemos aqui que o resultado é nulo se k for par, e para k ímpar temos

α_k = − 2L π^2k^2 . (c) Os coeficientes β_k, com k > 0, são dados por

β_k = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx sin ( 2π kx L ) f(x)

= 0,

pois o integrando é ímpar, uma vez que o seno é ímpar e f(x) é par, enquanto o intervalo de integração é simétrico.

(d) A série de Fourier da função pode ser escrita como

f(x) = α_0 2 + ∞∑ k=1 α_k cos ( 2π kx L )

= L 4 − 2L π^2 ∞∑ j=0 1 k^2 cos ( 2π kx L ) ,

onde k = 2j + 1, de forma que apenas os termos com k ímpar fazem parte da soma.

4. Consideremos a função f(x) dada, dentro do intervalo [−L/2, L/2]. Observe-se que trata-se aqui de uma função ímpar em relação a x, pois não é difícil verificar que para −L/2 < −x < 0 temos

f(−x) = − 4x L + 1 = − ( 4x L − 1 )

= −f(x),

pois se −x está em (−L/2, 0), então x está em (0, L/2). De forma análoga, para 0 < −x < L/2 temos

f(−x) = − 4x L − 1 = − ( 4x L + 1 )

= −f(x).

pois se −x está em (0, L/2), então x está em (−L/2, 0). Recordemos que os coeficientes da versão real da série de Fourier são dados por

α_k = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx cos ( 2π kx L ) f(x),

β_k = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx sin ( 2π kx L ) f(x).

(a) O coeficiente α_0 é dado por

α_0 = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx f(x)

= 0,

pois o integrando é ímpar, uma vez que f(x) é ímpar, enquanto o intervalo de integração é simétrico.

(b) Os coeficientes α_k, com k > 0, são dados por

α_k = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx cos ( 2π kx L ) f(x)

= 0,

pois o integrando é ímpar, uma vez que o cosseno é par e f(x) é ímpar, enquanto o intervalo de integração é simétrico.

(c) Os coeficientes β_k, com k > 0, são dados por

β_k = 2 L ∫_{L/2}

−L/2

dx sin ( 2π kx L ) f(x) = 4 L ∫_{L/2} 0 dx sin ( 2π kx L ) ( 4x L − 1 )

= 16 L^2

∫_{L/2} 0 dx x sin ( 2π kx L ) − 4 L ∫_{L/2} 0 dx sin ( 2π kx L ) , onde usamos o fato de que a função f(x) é ímpar. A primeira integral pode ser feita por partes, e a segunda é imediata,

β_k = 16 L^2 { (−L) 2πk x cos ( 2π kx L ) [_{L/2} 0 +

− ∫_{L/2} 0 dx (−L) 2πk cos ( 2π kx L )} +

− 4 L (−L) 2πk cos ( 2π kx L ) [_{L/2} 0 = 16 L^2 { (−L) 2πk L 2 cos(πk) −

(−L) 2πk L 2πk sin ( 2π kx L ) [_{L/2} 0 } + − 4 L (−L) 2πk [cos(πk) − 1]

= − 4 πk cos(πk) + 2 πk [cos(πk) − 1] = − 2 πk [ 1 + (−1)^k ] . Vemos aqui que o resultado para β_k é nulo se k for ímpar, e para k par, com k = 2j, temos

β_k = − 2 πj . (d) A série de Fourier da função pode ser escrita como

f(x) = ∞∑ k=1 β_k sin ( 2π kx L )

= − 2 π ∞∑ j=1 1 j sin ( 4π jx L ) , onde k = 2j, de forma que apenas os termos com k par fazem parte da soma.

5. Como foi demonstrado no texto, temos para a velocidade das ondas ν = √ T/ρ. A equação diferencial é

∂^2 ∂x^2 f(x, t) − 1 ν^2

∂^2 ∂t^2 f(x, t) = 0,

as condições de contorno são f(0, t) = 0 e f(L, t) = 0 para todo t, e as condições iniciais são f(x, 0) = 0 para 0 ≤ x ≤ L e ḟ(x, 0) = v_0 para 0 < x < L.

(a) Fazendo na equação a substituição f_b(x, t) = X(x)T (t) temos

T (t)

∂^2 ∂x^2

X(x) − 1 ν^2

X(x)

∂^2 ∂t^2

T (t) = 0 ⇒ 1 X(x)

∂^2 ∂x^2

X(x) − 1 ν^2 1 T (t)

∂^2 ∂t^2

T (t) = 0 ⇒

Ẍ(x) X(x) = 1 ν^2

T̈ (t) T (t) ⇒ Ẍ(x) X(x)

= −γ, 1 ν^2

T̈ (t) T (t)

= −γ,

onde estamos representando por um ponto a derivada de cada função em relação ao seu argumento, e onde γ é alguma constante, independente de x e de t. Temos portanto a equação para X(x),

Ẍ(x) + γX(x) = 0,

com as condições auxiliares X(0) = 0 e X(L) = 0, e a equação para T (t),

T̈ (t) + ν^2γT (t) = 0,

com a condição auxiliar de que T (t) seja uma função limitada e periódica de t.

(b) Para que a solução possa ser nula nas duas pontas do intervalo, é preciso que a equação para X(x) seja elíptica e não hiperbólica, o que significa que devemos ter γ > 0. A solução geral da equação para X(x) é então

X(x) = A cos( √ γx) + B sin( √ γx) .

A condição de contorno X(0) = 0 implica agora que A = 0, de forma que temos para a solução, a menos de uma constante multiplicativa,

X(x) = sin( √ γx) .

A outra condição de contorno implica agora que X(L) = 0, ou seja

sin( √ γL) = 0.

Para que isto seja verdade é preciso que √ γL = kπ, para qualquer k inteiro, o que é possível uma vez que a função seno tem infinitas raízes reais, que se estendem até o infinito. Temos portanto para X(x),

X(x) = sin ( kπx L ) . Como as soluções para k < 0 não são independentes daquelas para k > 0, e para k = 0 a solução é identicamente nula, e não pode portanto fazer parte de uma base, vemos que podemos nos limitar aos valores de k dados por k = 1, 2, 3, . . . , ∞. Tendo determinado γ, podemos agora resolver a equação para T (t), cuja solução geral é

T (t) = A cos( √ γνt) + B sin( √ γνt)

= A cos ( kπνt L ) + B sin ( kπνt L ) , que de fato é uma função limitada e periódica. Nossa base de funções consiste portanto de duas coleções de funções, uma com cossenos na parte temporal e uma com senos na parte temporal,

f^c_k (x, t) = sin ( kπx L ) cos ( kπνt L ) , f^s_k(x, t) = sin ( kπx L ) sin ( kπνt L ) . (c) A solução geral da equação, para um conjunto arbitrário de condições iniciais, pode agora ser escrita nesta base, ou seja como uma superposição das funções da base com coeficientes arbitrários,

f(x, t) = ∞∑ k=1 sin ( kπx L ) [ a_k cos ( kπνt L ) + b_k sin ( kπνt L )] , o que implica que temos para a velocidade da corda

ḟ(x, t) =^∞ ∑ k=1 sin ( kπx L ) kπν L [ −a_k sin ( kπνt L ) + b_k cos ( kπνt L )] .

A condição inicial f(x, 0) = 0 para todo x implica agora que ∞∑ k=1 a_k sin ( kπx L ) = 0,

para todo x, o que implica que a_k = 0 para todo k, pois a expansão da função identicamente nula nesta base é única e corresponde ao caso em que todos os coeficientes se anulam. Temos portanto que

f(x, t) = ∞∑ k=1 b_k sin ( kπx L ) sin ( kπνt L ) , ḟ(x, t) = πν L ∞∑ k=1 kb_k sin ( kπx L ) cos ( kπνt L ) .

A condição inicial ḟ(x, 0) = v_0 para todo x no interior do intervalo implica agora que

Lv_0 πν = ∞∑ k=1 kb_k sin ( kπx L ) ,

que é a expansão da função constante igual a Lv_0/(πν) na base de senos de Fourier. Observe-se que trata-se de fato do pulso quadrado de altura Lv_0/(πν), pois temos imediatamente da expressão de ḟ(x, t) que ḟ(0, t) = 0 e ḟ(L, t) = 0, para todo t, de forma que ḟ(x, 0) só é igual a v_0 estritamente no interior do intervalo. Calculando os coeficientes desta expansão temos

β_k = kb_k = 2 L ∫_L 0 dx Lv_0 πν sin ( kπx L )

= 2v_0 πν −L kπ cos ( kπx L ) [_L 0 = 2Lv_0 π^2kν

[1 − cos(kπ)] = 2Lv_0 π^2kν [ 1 − (−1)^k ] . vemos aqui que o resultado é nulo para k par, e portanto podemos nos limitar aos valores ímpar k = 2j + 1 de k, com j = 0, 1, 2, . . . , ∞. Temos portanto para b_k

b_k =

4Lv_0 π^2k^2ν , onde k = 2j + 1. Temos portanto para a solução final do problema

f(x, t) =

4Lv_0 π^2ν ∞∑ j=0 1 k^2 sin ( kπx L ) sin ( kπνt L ) ,

onde k = 2j + 1.

(d) A solução para a velocidade da corda é dada por

ḟ(x, t) = 4v^0 π ∞∑ j=0 1 k sin ( kπx L ) cos ( kπνt L ) ,

onde k = 2j + 1. Como já observamos anteriormente, basta colocar x = 0 ou x = L neste resultado para ver que a velocidade da corda se anula nas duas pontas, pois nestes casos o seno com argumento dependente de x se reduz a sin(0) ou a sin(πk) e se anula para todo valor de k, de forma que todos os termos da série são nulos, e portanto a série é nula, independentemente do valor de t. Em outras palavras, temos de imediato que

ḟ(0, t) = ḟ(L, t) = 0,

para todo valor de t.