Métodos de Física Teórica - (noturno) - FMA101

Exame 1: 25/10/19 GABARITO 1. (a) f^′(x) = 16x ( x^2 + a

)_7 . (b) f^′(x) = (2ax + b) cos ( ax^2 + bx ) . (c) f^′(x) = (2ax + b) exp ( ax^2 + bx ) . (d) f^′(x) =

2ax + b ax^2 + bx + c . 2. (a) f(x) = a x^2 2 + b x^5 5 − c e^{−x}. (b) f(x) = 1 2 ln ( x^2 + a ) . (c) f(x) = 1 2a ln ( x − a x + a ) . (d) f(x) = x ln(x) − x.

3. (a) w^′(z) = sinh(z). (b) w^′(z) = cosh(z). (c) w^′(z) = − sin(z).

(d) w^′(z) = cos(z).

4. (a)

I = 2πınz^{(n−1)}_0 .

Isto se anula se n = 0, para qualquer z_0, ou então se z_0 = 0 com n ≠ 1. No caso especial no qual temos z_0 = 0 com n = 1, o valor é 2πı, pois neste caso temos a integral em volta de um polo simples, ∮ C 1 z dz = 2πı.

(b) Observe que para n = 0 o integrando é analítico dentro de C, de forma que neste caso a integral é nula sobre o circuito descrito, pelo teorema de Cauchy-Goursat. Assim, podemos limitar os valores de n na discussão que segue a n ≥ 1. Temos portanto I = 2πı n! d^{n−1} √ z dz (z_0).

No caso particular n = 1 temos a própria função em vez de uma derivada, e o resultado é simplesmente 2πı √ z_0. É claro que, como a função √ z tem uma superfície de Riemann com duas folhas, e como o circuito está todo sobre a mesma folha, devido ao fato de que o ponto de ramificação está fora do circuito, temos na realidade duas possíveis respostas com sinais opostos, cada uma relativa a uma das duas folhas. O mesmo é verdade para os outros valores de n. O que nos resta fazer é calcular todas as derivadas e tentar escrever uma forma geral para elas. Fazendo uma tabela dos primeiros poucos casos temos √ z^{0′} = √ z, √ z^{1′} = 1 2 1 √ z , √ z^{2′} = 1 2 (−1) 2 1 √ z^3 , √ z^{3′} = 1 2 (−1) 2 (−3) 2 1 √ z^5 , √ z^{4′} = 1 2 (−1) 2 (−3) 2 (−5) 2 1 √ z^7 , √ z^{5′} = 1 2 (−1) 2 (−3) 2 (−5) 2 (−7) 2 1 √ z^9 , . . . = . . . .

Coletando os fatores de (−1) em numerador e de 2 em denominador, separando uma raiz quadrada e um fator de (−1), e observando que aparecem no numerador os duplos fatoriais de números ímpar, podemos escrever isto da seguinte forma, que torna clara a regularidade de quase todos os fatores nestes resultados,

√ z^{0′} = − √ z (−1)^0(−1)

2^0 1 z^0 , √ z^{1′} = − √ z (−1)^1

2^1 1 z^1 , √ z^{2′} = − √ z (−1)^21!!

2^2 1 z^2 , √ z^{3′} = − √ z (−1)^33!!

2^3 1 z^3 , √ z^{4′} = − √ z (−1)^45!!

2^4 1 z^4 , √ z^{5′} = − √ z (−1)^57!!

2^5 1 z^5 , . . . = . . . .

Para facilitar a manipulação dos duplos fatoriais, acrescentamos fatores adicionais de forma que eles apareçam em todos os casos, começando com 1!! = 1 na primeira linha, obtendo assim √ z^{0′} = − √ z (−1)^01!! 2^0(1)(−1) z^0, √ z^{1′} = − √ z (−1)^13!! 2^1(3)(1) z^{−1}, √ z^{2′} = − √ z (−1)^25!! 2^2(5)(3) z^{−2}, √ z^{3′} = − √ z (−1)^37!! 2^3(7)(5) z^{−3}, √ z^{4′} = − √ z (−1)^49!! 2^4(9)(7) z^{−4}, √ z^{5′} = − √ z (−1)^511!! 2^5(11)(9) z^{−5}, . . . = . . . .

Vemos agora que, no caso da derivada de ordem k, o duplo fatorial que aparece é (2k + 1)!!, e que os dois fatores adicionais em denominador são (2k + 1) e (2k − 1), que nunca são nulos e cujo produto é [ (2k)^2 − 1 ] . Assim, já podemos escrever o caso geral, para k ≥ 0, √ z^{k′} = − √ z (−1)^k(2k + 1)!! 2^k [(2k)^2 − 1] z^{−k} = √ z (−1)^{(k+1)}(2k + 1)!!

2^k [(2k)^2 − 1] 1 z^k . A raiz quadrada que aparece multiplicando estes resultados mostra com clareza que todos eles tem uma superfície de Riemann com duas folhas. Podemos escrever o resultado unicamente em termos de fatoriais, em vez de duplos fatoriais, multiplicando e dividindo por (2k)!!, para obter √ z^{k′} = √ z (−1)^{(k+1)}(2k + 1)!!(2k)!!

2^k(2k)!! [(2k)^2 − 1] 1 z^k = √ z (−1)^{(k+1)}(2k + 1)! 2^{(2k)}k! [(2k)^2 − 1] 1 z^k .

Aplicando isto em z_0, para k = n − 1, com n ≥ 1, temos I = 2πı n! √ z_0

(−1)^n(2n − 1)!

2^{(2n−2)}(n − 1)! [(2n − 2)^2 − 1] 1 z^{(n−1)} 0 = √ z_0 πı(−1)^nn(2n − 1)!

2^{(2n−3)}(n!)^2(2n − 1)(2n − 3) 1 z^{(n−1)} 0 = √ z_0 πı(−1)^n(2n)!

2^{(2n−2)}(n!)^2(2n − 1)(2n − 3) 1 z^{(n−1)} 0 . Observe-se que, como os fatores em denominador nunca se anulam, este resultado certamente está bem definido para n ≥ 1. Se fizermos z_0 → 0, o circuito C, que tem de conter z_0 mas não pode conter a origem, tem de passar em uma região cada vez mais estreita entre 0 e z_0. Isto significa que neste limite o circuito é forçado a se aproximar indefinidamente das duas singularidades, do polo em z_0 e do ponto de ramificação em 0. Como consequência disto, é razoável esperar divergências nestes resultados, neste tipo de limite. Entretanto o caso n = 1 é diferente dos outros, pois neste caso temos que

lim_{z0→0} I = lim_{z0→0} 2πı √ z_0 = 0,

o que acontece devido ao fato de que, apesar de que a raiz quadrada tem um ponto de singularidade na origem, ele não é um polo e sim um ponto de ramificação, no qual a função em si existe e é nula, apesar de não ser analítica. Para todos os outros valores de n estão envolvidas as derivadas da raiz quadrada, que de fato são divergentes na origem, de forma que neste caso temos

lim_{z0→0} I = lim_{z0→0} √ z_0 πı(−1)^n(2n)!

2^{(2n−2)}(n!)^2(2n − 1)(2n − 3) 1 z^{(n−1)} 0 = ı(−1)^n π(2n)!

2^{(2n−2)}(n!)^2(2n − 1)(2n − 3) lim_{z0→0} 1 z^{(n−1/2)} 0 , onde para n > 1 a fração mostrada é um número real positivo. Escrevendo z_0 em forma polar, em termos de ρ_0 e θ_0 temos que

lim_{z0→0} I = ı(−1)^n π(2n)!

2^{(2n−2)}(n!)^2(2n − 1)(2n − 3) lim_{z0→0} e^−ı^{(n−1/2)θ0} ρ^{(n−1/2)} 0 = ı(−1)^n e^−ı^{(n−1/2)θ0} π(2n)!

2^{(2n−2)}(n!)^2(2n − 1)(2n − 3) lim_{z0→0} 1 ρ^{(n−1/2)} 0 , onde o limite restante vai para o infinito real positivo ∞, e estamos assumindo que o limite se processa no plano complexo com θ_0 constante, ou seja, ao longo de retas que passam pela origem. O resultado é portanto infinito, com uma determinada fase, que depende do ângulo θ_0,

lim_{z0→0} I = ı(−1)^n eı^{(−n+1/2)θ0} ∞

= eı^{π/2} e^−ı^{πn} eı^{(−n+1/2)θ0} ∞ = eı^{(−n+1/2)(π+θ0 )} ∞.

(c) I = 2πı cos(z_0).

Isto se anula onde cos(z_0) se anula, e como as únicas raízes de cos(z_0) são as raízes reais que já conhecemos bem, o resultado da integral é nulo para z_0 = π 2 + nπ, onde n é um número inteiro qualquer. (d) I = −πı sin(z_0).

Isto se anula onde sin(z_0) se anula, e como as únicas raízes de sin(z_0) são as raízes reais que já conhecemos bem, o resultado da integral é nulo para z_0 = nπ, onde n é um número inteiro qualquer.

5. (a) Fazendo uma tabela das primeiras poucas derivadas temos f^{0′}(z) = 1 (1 − z) , f^{1′}(z) = 1 (1 − z)^2 , f^{2′}(z) = 2 (1 − z)^3 , f^{3′}(z) = 3! (1 − z)^4 , f^{4′}(z) = 4! (1 − z)^5 , f^{5′}(z) = 5! (1 − z)^6 , . . . . . . .

Sistematizando os resultados, temos f^{n′}(z) = n! (1 − z)^{n+1} , e aplicando em z = 0 temos f^{n′}(0) = n!, de forma que a série de Maclaurin da função é f(z) = ∞∑ n=0 z^n.

(b) Como a função tem uma única singularidade em z = 1, o disco de convergência está centrado no zero e tem raio 1.

(c) Diferenciando a série termo-a-termo obtemos

df(z) dz = 1 (1 − z)^2 = ∞∑ n=0 dz^n dz = ∞∑ n=1 nz^{n−1}

= ∞∑ m=0 (m + 1)z^m,

onde fizemos a mudança de variáveis m = n − 1. Observe-se que esta série também é convergente estritamente dentro do disco determinado anteriormente, apesar de que os coeficientes das potências são de fato crescentes com m.

(d) Diferenciando a série termo-a-termo mais uma vez obtemos

d^2f(z) dz^2 = 2 (1 − z)^3 = ∞∑ n=0 (n + 1) dz^n dz = ∞∑ n=1 (n + 1)nz^{n−1}

= ∞∑ m=0 (m + 2)(m + 1)z^m,

onde fizemos mais uma vez a mudança de variáveis m = n − 1. Segue que temos 1 2 d^2f(z) dz^2 = 1 (1 − z)^3 = ∞∑ n=0 (n + 2)(n + 1) 2 z^n.

Observe-se que esta série também é convergente estritamente dentro do disco determinado anteriormente, apesar de que neste caso os coeficientes das potências crescem ainda mais rápido com m.